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Conocimiento de matemáticas y tareas en la formación demaestros1
Salvador LlinaresDepartamento de Innovación y Formación DidácticaUniversidad de AlicanteEspañasllinares@ua.es
Resumen2La formación matemática de los maestros es una preocupación relevante a nivelinternacional. En este trabajo identificamos dos ideas que ayudan a organizarnuestras reflexiones sobre este tema. En primer lugar, la necesidad de considerarámbitos del contenido matemático en sentido amplio y “grandes ideas” que articu-lan las matemáticas para pensar en la formación matemática de los maestros. Ensegundo lugar, se ejemplifican tres aproximaciones complementarias para el desa-rrollo del conocimiento de matemáticas: resolución de problemas de matemáticas,análisis de producciones de los estudiantes, aproximación que integra diferentestareas profesionales- planificar, gestión de la interacción y análisis de las produc-ciones de los estudiantes. Finalmente, se reconoce el carácter contextualizado quepueden adoptar estas aproximaciones y la necesaria articulación de agendas deinvestigación vinculadas.Palabras claveFormación de maestros, competencia docente, aprendizaje del profesor, conocimien-to de matemáticas.AbstractThe mathematical preparation of teachers is of relevant international concern. Inthis paper we identify two ideas that help organize our thoughts on this subject.First, is the need to consider the mathematical content areas broadly and "bigideas" that articulate mathematical thinking in mathematics teacher preparation.Second, three complementary approaches to developing knowledge of mathematicsare exemplified: mathematical problem solving, analysis of student work, and ap-proaches that integrate the different professional tasks of planning, managementof interactions and analysis of student work. Finally, the contextual character thatcan adopt these approaches and the necessary joint research agendas linked arerecognized.Key wordsTeacher training, teaching competence, teacher learning, knowledge of mathemat-ics.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia plenaria dictada en la I CEMACYC, celebrada en SantoDomingo, República Dominicana el año 2013.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.
Cuadernos de Investigación y Formación en Educación Matemática. 2014. Año 9. Número 12. pp 205-220. Costa Rica
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1 Introducción
El desarrollo de la competencia matemática de los estudiantes como un aspecto de loque significa ser un ciudadano formado es un objetivo de los movimientos de reformacurricular y de innovación en la enseñanza. Los mecanismos utilizados para lograreste fin son las reformas curriculares y la introducción paulatina de nuevos recursosdidácticos (software, uso de TICs, etc). Sin embargo, un actor clave para la mejora dela enseñanza de las matemáticas es el profesor de matemáticas. Como consecuenciaen los últimos años se han producido numerosos trabajos aportando información sobrela naturaleza y características del conocimiento que debería tener un profesor paraapoyar el desarrollo de la competencia matemática de sus estudiantes (Ball, Thamesy Phelps, 2008; Pinto y González, 2008), y de formas de entender el aprendizaje delmaestro. En este contexto es posible identificar tres consecuencias del interés sobre elconocimiento del maestro y su desarrollo. En primer lugar las aportaciones en relacióna la identificación de lo que el futuro maestro conoce de los tópicos matemáticos (Bata-nero, Ruiz y Arteaga, 2010; Fortuny, Batanero y Estrada, 2004; Gozato, Godino y Neto,2011; Ortiz, y Font,2011; Sgreccia y Massa, 2012). En segundo lugar, las característi-cas que pueden adoptar las tareas y los entornos de aprendizaje que los formadoresproponen para el desarrollo del conocimiento del profesor y fomentar maneras de usar-lo en la resolución de problemas profesionales generados en la práctica de enseñarmatemáticas (Llinares, Valls y Roig, 2008; Monchón y Flores, 2010; Prieto, y Valls,2010). Finalmente, información sobre el aprendizaje del maestro y factores que puedenapoyarlo o limitarlo lo que permite una mejor comprensión de este proceso (Llinares,2012-b; Penalva, Rey y Llinares, 2013).Un tema transversal a estos tres ámbitos en la formación de maestros desde la pers-pectiva de las matemáticas es la manera en la que el conocimiento de matemáticasnecesario para desarrollar las tareas profesionales vinculadas a la enseñanza de lasmatemáticas puede ser desarrollado en los programas de formación. Centrarnos en estetema genera cuestiones sobre cómo el conocimiento de matemáticas del maestro serelaciona con otros dominios del conocimiento para la enseñanza y qué formas puedenadoptar las tareas (Clarke, Grevholm, & Millman, 2009) y de qué manera se puedenarticular (Llinares Valls y Roig, 2008) en los programas de formación. En este trabajoaportamos algunas ideas sobre el papel que desempeña el conocimiento de matemáti-cas en la resolución de problemas profesionales y qué forma pueden adoptar las tareasen los programas de formación complementando los focos sobre la resolución de pro-blemas de matemáticas, el análisis de las producciones matemáticas de los alumnos yla realización de actividades integrando diferentes tareas profesionales relativas a laenseñanza de las matemáticas.
2 El conocimiento de matemáticas del maestro en la resolución deproblemas profesionales
Algunas de las tareas profesionales del maestro son gestionar el aprendizaje de lasmatemáticas de sus alumnos presentándoles tareas matemáticamente relevantes, in-
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teraccionando con ellos durante la resolución y valorando sus producciones con elobjetivo de tomar decisiones de acción. Durante todo este proceso, la manera en laque el maestro comprende los contenidos matemáticos desempeña un papel relevante.Junto a la comprensión matemática otras variables que intervienen en este proceso sonlas concepciones-creencias que los maestros tienen sobre su papel como maestros, loque significa aprender matemáticas y cuáles son las evidencias de este aprendizaje(Lebrija, Flores, Trejos, 2010; Prieto y Valls, 2010; Sanhueza, Penalva y Friz, 2013). Eneste contexto, las experiencias que tengan los futuros maestros como aprendices dematemáticas en cierta medida determinarán la manera en la que pueden aprender aresolver diferentes tareas profesionales como elegir o diseñar problemas de matemá-ticas relevantes para el aprendizaje de sus estudiantes, o considerar de qué maneralas producciones de sus alumnos son evidencia del aprendizaje matemático pretendido.Esta reflexión subyace a las cuestiones formuladas por los formadores de maestros alconsiderar qué necesita el maestro para desenvolverse en estas situaciones. Las res-puestas que indican que el maestro necesita un conocimiento de matematicas “fuerte”y “sólido” son demasiado generales cuando hay que tomar decisiones en relación a laformación inicial.Intentar concretar estas respuestas ha llevado a enfatizar una perspectiva profesionalde la labor del maestro considerando el papel que desempeña el conocimiento de ma-temáticas en las diferentes tareas profesionales que debe realizar (Ball y Bass, 2000):desempaquetar las ideas y procedimientos matemáticos integrados en las tareas ma-temáticas, identificar diferentes representaciones para mostrar las ideas matemáticas,analizar métodos y soluciones diferentes de las de uno mismo y dotar de sentido alo que entienden sus alumnos. Estas actividades están vinculadas a tareas profesiona-les como la planificación de la enseñanza, la gestión de la interacción y el discursomatemático en el aula y la valoración del aprendizaje de los estudiantes dotando desentido a sus producciones (Llinares, 2012-a). En este sentido, el conocimiento de ma-temáticas que el maestro puede necesitar está determinado por los contextos de uso deeste conocimiento en la resolución de las tareas profesionales. Esta perspectiva generareferencias para contestar a la cuestión sobre las matemáticas que debería conocerun maestro (Climent; Romero; Carrillo; Muñoz; Contreras, 2013; Monchon y Morales,2010). En particular porque traslada la atención desde una perspectiva disciplinar delconocimiento de las matemáticas a una perspectiva profesional definida por la tareaque debe realizar un maestro: enseñar matemáticas (Ball; Thames, y Phelps, 2008).Esta reflexión conlleva la necesidad de identificar las grandes ideas matemáticas quepueden articular la enseñanza de las matemáticas para definir la formación matemáticadel maestro. Ejemplos de estas ideas transversales pueden ser el desarrollo del sentidonumérico, los procesos de generalización, el razonamiento proporcional, el pensamien-to relacional que permite adoptar una visión estructural de la aritmética previo a laintroducción del algebra, los procesos de simbolización y así. Adoptar esta perspectivatransversal a los dominios matemáticos pretende que el maestro pueda establecer re-laciones entre diferentes ámbitos del currículum y generar una visión más holística delcontenido matemático que debe enseñar. Por ejemplo, para dar razones de por qué losprocedimientos son como son y proporcionar explicaciones pertinentes. Desempaquetarlas ideas matemáticas que justifican los procedimientos o hacer explícitos los significa-dos de los conceptos cuando se usan diferentes modos de representación requiere una
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Figura 1: Situaciones profesionales en la enseñanza de las matemáticas en educaciónprimaria que requiere del maestro una comprensión de la idea de unidad y de los modosde representación. Fuente: Llinares (2002). El sentido numérico y la representación delos números naturales. En E. Castro (ed.), Didáctica de la matemática en la EducaciónPrimaria (pp.151-176). Madrid: Síntesis; y Llinares (2003). Fracciones decimales y razón.En MC. Chamorro (ed.), Didáctica de las matemáticas para primaria (pp.187-220). Madrid:Pearson-Prentice Hall.
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comprensión de las matemáticas escolares que define el conocimiento especializado dematemáticas. Especializado en el sentido de que es un conocimiento de matemáticasque le permita realizar las tareas profesionales de ser maestro.Por ejemplo, una de las ideas importantes en la educación primaria es el desarrollodel sentido numérico en los estudiantes de educación primaria. El sentido numéricopermite a los alumnos tomar decisiones relativas a las relaciones entre las cantidadesy los números para proporcionar razones válidas para sus decisiones. Una de las ideasque un maestro debe gestionar en la enseñanza de las matemáticas en la educaciónprimaria para el desarrollo del sentido numérico es la idea de unidad en aritméticay su representación. Esta idea es clave en diferentes ámbitos de la enseñanza delas matemáticas en los primeros niveles y, por tanto, subraya la importancia de lacomprensión por parte del maestro del papel que desempeña. Sin embargo, esta ideaadopta diferentes roles en los ámbitos de la aritmética de la educación primaria enlas tareas profesionales que debe realizar un maestro. En la figura 1 aparecen dossituaciones profesionales que debe manejar un maestro en las que la idea de unidady la representación de las ideas matemáticas están inmersas.En la primera situación se describe la respuesta dada por una alumna de tercero deeducación primaria al aplicar un procedimiento de cálculo. La segunda describe lasrespuestas de dos alumnos de quinto curso de educación primaria a actividades derepresentar fracciones. En las dos situaciones las ideas matemáticas, y en particularla idea de unidad, están representadas por modos de representación usuales en laenseñanza y están inmersas en una red de conceptos matemáticos que el maestro debedesempaquetar para poder comprender las respuestas de los alumnos. En la primera,el maestro debe reconocer la exigencia cognitiva de la resta 703-27 para un alumnode tercero de educación primaria y puesta de manifiesto por la necesaria comprensiónde las descomposiciones no canónicas de los números (asumir que 7 centenas + 3unidades es equivalente a 6 decenas + 9 decenas + 13 unidades) y cómo intervienela comprensión de esta equivalencia para justificar los diferentes pasos del algoritmo.La manera en la que la respuesta de la alumna refleja o no las relaciones matemáticasentre las diferentes representaciones del número y como maneja los símbolos debeproporcionar información al maestro sobre cómo se comprenden o no las diferentesunidades y la representación de sus equivalenciasEn la segunda situación, las respuestas de los dos alumnos deberían proporcionaral maestro información sobre la manera en la que estos están o no comprendiendola idea de unidad y cómo es representada con diferentes magnitudes en el caso delas fracciones. El significado de la unidad y cómo se puede usar para representardiferentes cantidades debe ser desempaquetado por el maestro para dotar de sentidoa las producciones de Carlos y Javier, los dos alumnos que están respondiendo alas tareas de representar fracciones utilizando magnitudes continuas (la figura de unrectángulo) o magnitudes discretas (usando fichas o chips).La comprensión matemática que un maestro necesita para poder resolver de manerasatisfactoria estas situaciones profesionales le exige usar su comprensión de las mate-máticas para entender una situación de enseñanza. La característica del conocimientode matemáticas está en que la comprensión del maestro de la idea de unidad y cómose representa en determinados ámbitos de la aritmética le debe permitir determinar la
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exigencia cognitiva de la tarea propuesta a los estudiantes y comprender las respues-tas de los estudiantes desde el punto de vista del significado matemático movilizadopor estos. Este conocimiento es lo que se ha venido llamando “conocimiento de mate-máticas para la enseñanza” (Mathematical Knowledge for Teaching, Ball y Bass, 2000).En cierta medida, de lo que estamos hablando es de conocer de manera más explícitalas relaciones y significados matemáticos que en otros ámbitos fuera de la enseñanzano sería necesario. Es decir, para las matemáticas escolares los maestros deben co-nocer de manera explícita las relaciones entre los significados y diferentes modos derepresentación. Esto puede implicar un re-aprender lo que se supone ya se conoce ollegar a aprender de manera diferente las matemáticas que ya se conocen. Este as-pecto de re-aprender las matemáticas que se supone ya se conoce viene determinadopor el “contexto de uso” de este conocimiento, que es la resolución de las situacionesgeneradas en la enseñanza de las matemáticas.La figura 2 muestra ejemplos de tareas matemáticas para los maestros que les puedenayudar a re-aprender el conocimiento necesario para gestionar las situaciones deenseñanza descritas en la Figura 1, relativas a la idea de unidad. Las dos primerastareas exigen a los futuros maestros gestionar los significados de la idea de unidad endiferentes modos de representación y en diferentes contextos aritméticos como son lasdescomposiciones múltiples de los números usando símbolos y la representación de losnúmeros con un recurso didáctico que permita ejemplificar los cambios en las unidadespara desarrollar una resta con números decimales. El conocimiento de matemáticas quedeben movilizar los maestros en estas tareas forman una red de ideas matemáticas delo que constituye el conocimiento de matemáticas para enseñar formado por la ideade valor de posición y agrupamiento que fundamentan los procesos de representaciónde los números, los significados de los algoritmos de cálculo y las descomposicionesmúltiples de los números en el sistema de numeración decimal.Las tareas con fracciones en la figura 2 se centran en las ideas matemáticas que losfuturos maestros deben re-aprender en relación a la idea de unidad, partes congruen-tes y los diferentes modos de representación que son susceptibles de ser usados en laenseñanza de las fracciones. De la misma manera que antes, estas tareas exigen a losfuturos maestros explicitar los significados relativos a la idea de unidad y cómo repre-sentarla. En particular, para tratar algunas ideas implícitas que los futuros maestrossuelen asociar a la representación de la idea de unidad, como el considerar la figurade polígonos como única manera de representarla. Este tipo de tareas responde al ob-jetivo de ayudar a explicitar los diferentes elementos matemáticos que son necesariosreconocer para gestionar las situaciones de la enseñanza de las matemáticas.Estos ejemplos de tareas, examinados conjuntamente en dos ámbitos diferentes comoson la representación de los números y su contextualización en la realización de lasoperaciones y la representación de las fracciones usando la recta numérica y mag-nitudes continuas intentan poner de manifiesto la relación entre lo matemático y lodidáctico. En particular, poder ejemplificar la idea de cómo entender el conocimientode matemáticas que un maestro necesita desde la perspectiva del “uso del conoci-miento de matemáticas” en la resolución de situaciones profesionales. Es precisamentela idea del “uso del conocimiento” para resolver situaciones profesionales la que per-mite caracterizar algunos aspectos de la noción de competencia docente del maestro.
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Figura 2: Ejemplos de tareas para ayudar a los futuros maestros a comprender la ideade unidad y los modos de representación en diferentes ámbitos de la aritmética.
Específicamente en lo relativo a la manera en la que se debe conocer los conteni-dos matemáticos para poder resolver las tareas profesionales de la enseñanza de lasmatemáticas.La resolución de este tipo de tareas por parte de los futuros maestros y la discu-sión sobre diferentes argumentos que apoyan las resoluciones tienen como objetivoidentificar y explicitar claramente las relaciones entre los conceptos y procedimientosmatemáticos que constituyen la red de ideas matemáticas alrededor de las nocionesque articulan las matemáticas en la educación primaria. En particular, las investigacio-nes centradas en el desarrollo de la competencia docente “mirar de manera profesional”el pensamiento matemático de los estudiantes (Fernández, Llinares, Valls, 2011, 2013;Zapatera y Callejo, 2013) han estado mostrando que el desarrollo de esta competenciase evidencia en la medida en la que los maestros son capaces de reconocer y rela-cionar un mayor número de elementos matemáticos relevantes en las resoluciones delos problemas de matemáticas por parte de los estudiantes. Es decir, el conocimientode matemáticas para la enseñanza como “conocimiento en uso” en las tareas de iden-tificar e interpretar la comprensión matemática de los estudiantes se convierte en unavariable que ayuda a caracterizar diferentes niveles de desarrollo de esta competenciadocente. De esta manera es como la competencia docente del maestro se vincula asu capacidad de reconocer las relaciones entre los elementos matemáticos de maneraexplícita en los problemas y resoluciones realizadas por los alumnos.Por ejemplo, la competencia docente del futuro maestro, en la segunda tarea en lafigura 2 (representar con bloques multibase la sustracción 12,25-3,3 para justificarel algoritmo) se pone de manifiesto cuando este argumente que es necesario que el
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bloque elegido para representar la unidad debe permitir representar las dos cantidadescon el mismo referente. De esta manera las placas pueden ser usadas como unarepresentación de la unidad para representar los dos números con el fin de justificarmediante los bloques multibase los pasos del algoritmo: en el minuendo (12,25) ladescomposición de una placa (unidad) en 10 barras (décimas) para poder compararlas-restarlas con las 3 placas-unidad y 3 barras-décimas que representan el sustraendo(3,3). La justificación de la elección y uso de los recursos didácticos se apoya en elreconocimiento de la descomposición no canónica del número y las equivalencias entrelas diferentes descomposiciones (admitir que 1 decena, 2 unidades, 2 décimas y 5centésimas es equivalente a 1 decena, 1 unidad, 12 décimas y 5 centésimas). De estamanera, el conocimiento sobre la equivalencia de las descomposiciones no canónicasen la representación de los números en el sistema de numeración decimal (con laconsideración de la idea de agrupamiento y valor de posición) es el conocimientode matemáticas especializado en este tipo de situaciones. Esto es lo que marca ladiferencia entre conocer las matemáticas que justifican la realización de los algoritmosy su relación con los recursos didácticos con el conocimiento únicamente de las reglasque rigen la elaboración de manera correcta del procedimiento de cálculo. De estamanera poder desempaquetar e identificar los conceptos e ideas matemáticas quefundamentan la resolución de las tareas, desglosar los procedimientos y conocer lasrazones que los fundamentan y encontrar maneras adecuadas de representarlos paracomunicar las ideas matemáticas a los alumnos son características del conocimientode matemáticas especializado para la enseñanza.Las reflexiones anteriores sobre el papel que desempeña el conocimiento de matemá-ticas del maestro en las situaciones de enseñanza-aprendizaje plantean la necesidadde que los formadores de maestros empiecen a considerar de qué manera se puedeabordar la cuestión relativa al necesario re-aprendizaje de los conceptos matemáticosque aparecen en la educación primaria. Además, lo que pone de manifiesto los resul-tados de algunas investigaciones sobre el conocimiento de matemáticas del maestro(Muñoz-Catalán y Carrillo, 2007; Saenz, 2007; Valdemoros, 2010 ) es que es necesariopotenciar el re-aprendizaje matemático en determinados ámbitos para que los maestrospuedan gestionar con garantías nuevos desarrollos curriculares que están dirigidos adesarrollar altas capacidades de razonamiento en los alumnos de educación primaria.Un aspecto relevante en estos momentos es el reconocimiento de la interrelación mu-tua entre lo matemático y lo didáctico que se da en la resolución de las situacionesprofesionales de la enseñanza de las matemáticas. Además, las reflexiones anteriorespermiten identificar una característica del conocimiento de matemáticas para la ense-ñanza del maestro en la necesaria explicitación de las relaciones entre los conceptosy procedimientos matemáticos.Las investigaciones sobre el conocimiento de los maestros suelen indicar que los fu-turos maestros tienen dificultades en proporcionar justificaciones o argumentos de lasdecisiones tomadas cuando resuelven los problemas. Esta dificultad puede ser consi-derada una evidencia del conocimiento procedimental y de la escasa consciencia delas relaciones conceptuales que apoyan los procedimientos posiblemente debido a lamanera en la que estos futuros maestros han estado aprendiendo las matemáticas. Ellojustifica la necesidad de un re-aprendizaje de los matemáticas que son el foco de laenseñanza en la educación primaria (Zazkis, 2011). Esta situación plantea desafíos para
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los formadores de profesores en el sentido de cómo plantear situaciones de resoluciónde problemas sobre conceptos que los futuros maestros han aprendido hace tiempo yconsiderar de qué manera este conocimiento anterior apoya o limita su aprendizajeactual. Esta cuestión subraya el hecho de lo que significa “aprender de nuevo lo queya fue aprendido” (Zazkis, 2011) que a veces puede requerir aproximaciones instruc-cionales diferentes que cuando se intenta construir un nuevo conocimiento. En estesentido, la familiaridad de los futuros maestros con algunos contenidos matemáticoselementales situados en la educación primaria puede no ser suficiente para construirun conocimiento de matemáticas para la enseñanza que fundamente la competenciadocente del maestro.
3 Tareas en los programas de formación de maestros para el desarrollodel conocimiento de matemáticas para enseñar
Reconocer que el conocimiento de matemáticas para la enseñanza es una manea deconocer las matemáticas necesario para la resolución competente de las situacionesde enseñanza desde el punto de vista de explicitar los elementos matemáticos y re-laciones relevantes plantea desafíos para los formadores de maestros. En particular,porque los maestros deben de llegar a identificar y comprender las relaciones entrelas grandes ideas que articulan el currículo de matemáticas que deben gestionar. Estosignifica que deben de ser capaces de conocer estas ideas de manera transversal en losdiferentes dominios matemáticos (como se ha descrito en la sección anterior) así comoser capaces de identificar las situaciones y las representaciones más adecuadas paratransmitirlas a sus estudiantes. Por otra parte, entender el conocimiento de matemáti-cas de esta manera conlleva considerarlo una variable que interviene en el desarrollode la competencia docente “mirar de manera profesional” el pensamiento matemáticode los estudiantes. Esta competencia es la que le permite entender los posibles razo-namientos de sus alumnos y generar explicaciones de las alternativas observadas ensus respuestas y en sus dificultades.Los formadores de maestros han generado respuestas a esta situación a nivel interna-cional desde diferentes posicionamientos (Clarke, Grevholm y Millman, 2009; Tirosh yWood, 2008; Zazkis, 2011). El objetivo común es que los futuros maestros comprendanlos contenidos matemáticos de manera que les permita desarrollar de manera compe-tente la enseñanza. Podemos identificar tres aproximaciones complementarias dirigidasa este fin: un foco sobre la resolución de problemas de matemática, un foco sobre elaprendizaje matemático de los estudiantes, y finalmente, un foco integrando las tareasprofesionales del maestro (Llinares, Valls y Roig, 2008). La integración de estos focosen contextos reglados de formación o en talleres de formación con diferentes aproxima-ciones está aportando evidencias de las caracteristicas del desarrollo del conocimientode matemáticas para enseñar según se manifiesta en las diferentes tareas profesio-nales del maestro (Monchón y Morales, 2010; Sowder, Philipp, Armstrong, Schappelle,1998). En lo que sigue describiré las características de algunos tipos de tareas quese están usando desde las diferentes aproximaciones. El objetivo aquí es subrayar lanecesidad de aproximaciones complementarias para el desarrollo del conocimiento de
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matemáticas para la enseñanza considerando las diferentes tareas profesionales en lasque se usan.En la primera de las aproximaciones, la resolución de problemas de matemáticas, lastareas se centran en la resolución de problemas que permiten al futuro profesor tenerla oportunidad de re-aprender lo que se supone le es familiar, ampliar su comprensióny enfrentarse a concepciones matemáticas erróneas que ha podido generar a lo largodel tiempo (Llinares, 2011; Zazkis, 2011). Por ejemplo, Zazkis (2011) plantea la necesi-dad de que los futuros maestros puedan llegar a identificar las ideas matemáticas quesubyacen en la resolución de problemas en el contexto de la teoría de números. Seplantea así el objetivo adicional de que los futuros maestros entren en contacto conaspectos relevantes de la actividad matemática (búsqueda de patrones, identificaciónde estructuras, desarrollo de pruebas). Por tanto, la actividad matemática desencade-nada y entendida en este sentido proporciona la oportunidad a los futuros maestrosde aprender a identificar lo matemáticamente relevante pudiendo llegar a explicitarlas relaciones que justifican lo realizado. La figura 3 incluye algunos de los tipos deproblemas planteados en el ámbito de la teoría de números que Zazkis (2011) indicapermiten aproximarse al objetivo de proporcionar contextos para que los futuros maes-tros re-aprendan las matemáticas que se supone ya conocen. En la figura 2 existenotros tipos de problemas que pueden responder a este objetivo.
Figura 3: Ejemplos de problemas (Zazkis, 2011)
En la segunda de las aproximaciones, la idea es desarrollar el conocimiento de mate-máticas vinculado a la tarea de analizar las respuestas de los alumnos a los problemasde matemáticas. Con esta aproximación se pretende que el proceso de re-aprendizajede las matemáticas que pueden desarrollar los futuros maestros se haga vinculado alreconocimiento de las características del aprendizaje matemático de sus alumnos. Esdecir, apoyar el re-aprendizaje de algunos contenidos matemáticos por parte del futuromaestro sobre la base del análisis de las dificultades y trayectorias de aprendizajede los alumnos de primaria. Esta aproximación se basa en la relación existente entreel conocimiento explícito y comprensión de los maestros de las relaciones entre loselementos matemáticos en los diferentes dominios de conocimiento y la competencia“mirar de manera profesional” las producciones de los alumnos de primaria cuandoresuelven problemas (Fernadez, Llinares, Valls, 2013; Oliveira, de la Roque, 2011; Za-patera y Callejo, 2013). Existe una gran variedad de tipologías de actividades que losfuturos maestros pueden realizar, desde el análisis de respuestas de los estudiantesmostradas mediante video-clips y la realización de entrevistas clínicas a los estudiantes(Penalva, Escudero y Barba, 2006). En este planteamiento, los futuros maestros debensuperar la perspectiva de solo identificar dificultades y errores en los alumnos paraaprender a reconocer características del desarrollo del pensamiento matemático. Esto
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implica que las tareas deben poner al alcance de los futuros maestros respuestas delos alumnos que muestren las características del desarrollo de los significados en losdiferentes dominios matemáticos.Una estructura que pueden adoptar las tareas a realizar por los futuros maestros enesta perspectiva viene ejemplificada en la Figura 4. Estas tareas constan de problemasy respuestas de los alumnos de primaria reflejando diferentes niveles de comprensiónpor parte de los alumnos de primaria de las ideas matemáticas. Este tipo de tareasconstituyen los contextos para que los futuros maestros puedan aprender a identificarlos elementos matemáticos que caracterizan los problemas y que deben ser movilizadospara su resolución por los alumnos de primaria como paso previo a reconocer diferentescaracterísticas en la comprensión matemática de los alumnos puesta de manifiesto porsus respuestas. Llegar a reconocer las diferentes características que reflejan diferen-tes niveles de desarrollo del pensamiento matemático en términos de los elementosmatemáticos que son o no movilizados por los estudiantes es una manifestación de lacompetencia docente. En este tipo de tareas lo que se les pide a los futuros profesoreses que describan las respuestas de los estudiantes destacando lo que consideran re-levante en las respuestas dadas por los alumnos considerando las características delproblema. Además, en algunas ocasiones se suele pedir que indiquen acciones que unmaestro podría proponer para mejorar la comprensión de estos estudiantes. Estas indi-caciones permiten explicitar de qué manera los elementos matemáticos característicosdel proceso de resolución son considerados por los futuros profesores. La discusióncolectiva sobre estos aspectos permite a los futuros profesores indagar sobre su propiacomprensión matemática.Finalmente podemos identificar una tercera aproximación complementaria a las anterio-res que tiene como objetivo integrar el aprendizaje de las matemáticas en las diferentestareas profesionales que debe desarrollar un maestro: elegir y diseñar problemas ma-temáticamente relevantes, gestionar la interacción con los alumnos – en este caso enun contexto clínico- y valorar la comprensión matemática de los alumnos puesta demanifiesto en la manera en la que resuelven los problemas planteados. En este tipo detareas el conocimiento de matemáticas del futuro maestro interviene en la realizaciónde las tareas profesionales – diseño, interacción, y análisis-. Aquí, el conocimientode matemáticas se integra con el conocimiento de las matemáticas y los estudiantescuando se interpretan las resoluciones de los alumnos a las tareas planteadas.
4 Algunas observaciones finales
La formación matemática de los maestros es una preocupación relevante a nivel inter-nacional (Sorto, Marshall, Luschei, Carnoy, 2009; Tatto, Schille, Senk, Ingvarson, Peck,Rowley, 2008; Varas, Lacourly, Lopez, Giaconi, 2013). Esta preocupación se genera alreconocer que el conocimiento de matemáticas de los maestros es un elemento clavepara la mejora de la enseñanza. Una consecuencia de esta situación son los intentospor clarificar que es lo que se está entendiendo por conocimiento de matemáticas parala enseñanza y cómo se puede hacer operativo y qué ha movilizado a los formadores demaestros en diferentes países. Las aportaciones realizadas están subrayando la necesi-
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Figura 4: Ejemplos de problemas y respuestas de alumnos de primaria presentados a losfuturos maestros usados en la investigación de Zapatera y Callejo (2013) para identificarcómo los futuros maestros reconocen los elementos matemáticos y sus relaciones enlos procesos de generalización que intervienen en las respuestas de los estudiantes deeducación primaria.
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Figura 5: Actividad integrando conocimiento de matemática para enseñar en el desarro-llo de diferentes tareas profesionales: platear problemas, interacción con los estudiantes,análisis de las producciones de los estudiantes en el contexto del desarrollo del razo-namiento proporcional.(*) La actividad incorpora información teórica sobre diferentes niveles de desarrollo delrazonamiento proporcional procedente de los resultados de las investigaciones en didác-tica de las matemáticas en este ámbito.
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dad de considerar las tareas profesionales que el maestro debe realizar (y por tanto enlas que debe ser competente) como una referencia a considerar al intentar caracterizarel conocimiento de matemáticas para la enseñanza. Pero además, el poder realizaraproximaciones considerando grandes ámbitos de los dominios matemáticos – “grandesideas” matemáticas que articulan la enseñanza – que permitan superar en los futurosmaestros un conocimiento de las matemáticas parcelado y a veces desconectado.Estas dos ideas descritas aquí para comprender las diferentes aproximaciones a laformación matemática de los maestros, es decir, la identificación de grandes ideas ydominios matemáticos para articular la propuesta de formación, y usar las tareas pro-fesionales del maestro como referente están permitiendo proporcionar a los formadoresde maestros diferentes aproximaciones complementarias. El desarrollo específico deestas diferentes aproximaciones puede estar condicionado en cada contexto particularpor las tradiciones institucionales de las propuestas de formación y por las propiaslimitaciones de cada país. Por lo tanto es necesario el desarrollo de una línea deinvestigación en paralelo a las tareas de realizar propuestas de formación que pue-dan aportar información contextualizada en cada ámbito sobre la manera en la quelos futuros maestros aprenden y/o re-aprenden el conocimiento de matemáticas y elconocimiento de didáctica de las matemáticas que es necesario para el desarrollocompetente de la enseñanza de las matemáticas.
ReconocimientosEste trabajo se ha realizado con apoyo de los Proyectos I+D+i, EDU2011-27288 delMinisterio de Ciencia e Innovación, España.
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